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Resumo:

O objetivo deste trabalho é discutir o0 método numérico espectral de
colocacao-Legendre para as equac0des integrais de tipo Volterra. Quando as
funcgdes nucleo e forgante sdo suficientemente suaves, a analise do erro pelo
método proposto mostra que a estimativa do erro numeérico decresce
exponencialmente. Testes numeéricos foram realizados, os quais confirmam
0s resultados tedricos sobre a taxa exponencial de convergéncia do método
numerico apresentado neste trabalho.

Introducéo:
Dada a equacéo integral de Volterra de segunda espécie:

u(x) +LXK(X, s)u(s) ds=g(x), x0O[a,b] (1)

sendo u(s)a incoégnita, k e g as fungbes nulcleo e forcante,

respectivamente.

Na literatura existem varios métodos numéricos para aproximar a
solucdo da equacado integral (1), tais como, o método de Galerkin,
colocacao, integracdo produto, ver por exemplo [Brunner, Houwen, 1986].
No entanto, poucos sédo os trabalhos que discutem sobre a aproximacao
espectral para a solugcédo da equacéo integral (1).

Os métodos espectrais podem ser considerados como um
subconjunto do método dos elementos finitos nos quais as funcdes base sao
definidas globalmente, em oposicdo a abordagem utilizada no método dos
elementos finitos, onde estas fun¢gbes sdo validas dentro do elemento, e
nulas fora deles.

As principais aplicacdes dos métodos espectrais concentram-se na
area de dinamica dos fluidos, com énfase na solucdo de problemas que
envolvem turbuléncia e transicdo, previsdo do tempo, aerodindmica e
dindmica oceanografica [Boyd, 2000]. Métodos numéricos de colocacédo e
métodos do tipo integracdo produto para resolver equagfes integrais de
Volterra multidimensional foram analisados por [Brunner, Tang, 1989] e [Mc
Kee, Tang, Diogo, 2000].
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[EInagar, Kazemi, 1996] utilizou o método espectral-Chebyshev para
aproximar a equacao integral de Volterra-Hammerstein e [Fujiwara, 2006],
analisou numericamente o método espectral-Chebyshev para a solucado da
equacao integral de primeira espécie de tipo Fredholm. Porém, néo existe
uma analise tedrica rigorosa para justificar a ordem de convergéncia do
método espectral.

E conhecido que a equacdo integral de tipo Fredholm comporta-se
como um problema de valor na fronteira, ver por exemplo [Delves,
Mohammed, 1985]; consequentemente, métodos numéricos eficientes (como
0 método espectral) sédo utilizados para aproximar a solu¢do para este tipo
de problema. Nao obstante, a equacéao integral de Volterra (1) comporta-se
como um problema de valor inicial. Portanto, ndo é comum aplicar a
aproximacao espectral para as equacdes integrais de tipo Volterra. A razéo
disto € que a equacdo (1) € uma equacado local, entanto que o método
espectral utiliza funcbes bases globais. A maior dificuldade em aplicar o
método espectral para a equacdo (1) é a implementacdo do método de
modo que a exatiddo da solucdo numérica possa, eventualmente, ser
atingida.

O objetivo deste trabalho € desenvolver e aplicar o método numérico
espectral para a solucdo da equacao integral de Volterra (1). Além disso, é
realizada a analise rigorosa do erro de aproximacdo, o qual constituira o
suporte tedrico para justificar a taxa de convergéncia espectral para a
equacao integral (1). Testes numéricos sdo apresentados, 0s quais
confirmam os resultados tedricos obtidos neste trabalho.

O Método de Colocacéao-Legendre.

Seja,
u(x) + j_le(x, su(s)ds=g(x), xO[-11] 2)

a equacao integral linear de Volterra de segunda espécie.

Sem perda de generalidade, assume-se que a solugdo da equacéo
(2) esta no intervalo [-1,1].

Como pontos de colocacdo podem-se considerar o conjunto de N +1
pontos X, 0<i<N, de Gauss-Legendre ou Gauss-Radau ou Gauss-

Lobatto. Logo, para x =X, a equacao (2) fica,
u(xi)+J'_xiK(xi ,Su(s)ds=g(x), O0<i<N. 3)

A maior dificuldade em obter uma boa precisdo de ordem elevada é
calcular os termos da integral em (3). Em patrticular, para valores pequenos
de x;, existe pouca informagdo disponivel para u(s). Para superar esta

dificuldade, considera-se o intervalo [-1, 1] em lugar de [-1, X, ], e logo s&o

usadas as regras de quadratura para aproximar as integrais mencionadas.
integrais. Para este proposito, primeiramente, € considerada uma
transformacao linear da forma seguinte,
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sx 0= XX 1cp<n. )
2 7T

Logo, (3) pode-se escrever como,

u(x )+ [ K(x.s(x . @)u(s(x . O))de=g(x), 0si<N (5)
sendo,
K%, 5%, 0) =X K x,,5(x,,0). )

Usando os N +1 pontos de Gauss para a formula de quadratura com
{w,} sendo os pesos de Legendre, resulta,

N -
u(x)+> K(x,s(x.,8,)) ulsx.,8,))w, =g(x), 0<i<N 7)
i=0
em que o conjunto {#,}, 0<j<N coincide com os pontos de colocacao

{x;}.
Agora u(s(xi ,Hj)) é representado usando u, para 0<i<N; isto é, a

representacdo sera em todos os nos. Assim, u sera desenvolvido mediante
os polinbmios de interpolacdo de Lagrange,

u(a)zzN:quj(a),

onde F,; é aj-ésima fungdo de Lagrange.
Logo, a equacao (7) fica,

U +iuj{ik(xi,s(xi,6?j))ﬁ (s(xi,Hj))Wj =9(x), O0sisN. (8)

Pode-se observar em (8) que para aproximar u(x;), requere-se da
informagdo  completa da solugdo de {u(x;)}, O<j<i. Aqui
—-1<5(x;,6,) < % .Isto ndo € o mesmo que o método de colocacdo por
integracdo produto; que, neste caso, € preciso da informacao parcial-local de
{u(x;)} para i<j<0 e {K(x,5;)} onde -1< 3, <X sdo os pontos de

colocacdo. Aqui radica a importancia deste trabalho; na proxima secéo
discutiremos a obtencao da taxa de aproximagao espectral em lugar de uma
ordem de aproximacéao algébrica para o esquema proposto (8).

Implementacao do algoritmo de colocacédo espectral. Se denotarmos por
Uy =[Ug,Up,eeuy 17 € gy =[9(X), (X)), 0(X )]", resulta uma equagéo
matricial da forma,

U, +AU, =F, 9)
onde a matriz A € dada por,
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N

A= K (x,, s(x ,Hp))Fj (s(x ,Hp))wp :

p=0

Agora, sera discutida uma aproximagdo para F, (s(xi ,Hp)). A idéia é
expressar F,;(s) em termos das fungdes de Legendre,

N
Fi (S) = zap,j Lp (S) (10)
p=0
onde a,; podem ser encontrados em [Canuto, Hussaini, 2006] ,
1 N
ap,j :y_ZFj(Xi)Lp(Xi)\Ni :Lp(xj)/yp (11)
P i=0
sendo,
N 1 -1
Vo =2 L2 (X)W =(p+§j para p<N (12)
i=0

-1
e ¥y =[N +%j para as formulas de Gauss e Gauss-Radau, e y, =2/ N

para a férmula de Gauss-Lobato.

De (10) e (11) segue que,
F, (s):ZLp(xj)Lp(s)/yp (13)

e junto com as formulas de recorréncia para L, (s), podem ser usadas para
avaliar F, (s(xi ,Hp)).

Andlise de convergéncia

Nesta secdo sera discutida a convergéncia do método numérico para
as equacoes integrais de Volterra (2).

O objetivo é demonstrar que o0 método numérico proposto tem taxa de
convergéncia exponencial.

Lemal.([Canuto, Hussaini, 2006] Erro de integracdo na quadratura de
Gauss).

Suponha que os pontos da formula de quadratura estdo relacionados
aos N +1 pontos de Gauss ou de Gauss-Radau ou Gauss-Lobato; com os

pesos de Legendre usados para integrar o produto ug¢, onde uOH™(l),
| =(-11) paraalgum m=1e @OO,.
Entdo existe uma constante C independente de N tal que,

U_llu(X) AX) dX_(U’@N <CN _m|u||:|m,N(|) |M|L2(I) (14)

sendo,
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. X 12
|u||:|m,N(I) :{ ZHU(DH J J (15)

j=min(m,N) L2(1)

e, 9y =ZW1U(X1)¢(X,-)- (16)

Lema 2. ([Canuto, Hussaini, 2006] Estimativa para o erro de interpolacéo).
Suponha que uOH™(l) e denotemos por | u os polinémios de

interpolagao associados com os N+1 pontos {x;} de Gauss ou Gauss-

Radau ou Gauss-Lobato; isto é,
N

Iyu=> u(x)F(x) (17)
i=0
Entao,

lu=1Tyu| ., <CN"|u (18)

L2(1) Hmn (1)

Lema 3.(]Qu, Wong, 1988], Constante de Lebesgue para séries de
Legendre).
Assumamos que F;(x) € o N-ésimo polindbmio de interpolacdo de

Lagrange associado com os pontos de Gauss ou Gauss-Radau ou Gauss-
Lobatto. Entéo,

N

max2.[F, 091 A,. 9
onde,
23/2 1/2 1/2
Ny =—=N""+B,+O(N7),
Jr

onde B, é uma constante limitada.

Lema 4. ([Mc Kee, 1982], Desigualdade de Gronwall).
Se a funcéo integravel ndo negativa E(t) satisfaz,

E(t)<C, jflE(s) ds+G(t), -1<t<1 (20)
sendo G(t) € uma funcao integravel; entéo,
|E -y SClGlg, - (21)

Teorema 1. Seja u a solugéo exata da equacéao integral de Volterra (2), e

N
suponha que U(x) =Y u;F,(x), (22)
i=0
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onde u; é dado por (8) e F;(x) € a j-ésima funcdo basica de Lagrange
associada com os pontos de Gauss {x;} para 0<j<N. Se uOH™"(l),
entdo para m=1, tem-se que,

lu-u (23)

1/2-m P
SCN ES#K(XI )S(Xi 1))

Jull iz py +CNul

L= (1) Hmon (1)

Hmn (1)
para N suficientemente grande, onde s(x,,6) é definido por (6) e C € uma
constante que independe de N.

Prova.
Com a notagéo de (16), tem-se,

(k(x, s),qa(s)j =K (% 5(%,6,) /(% 8,)) W, .

(N,s) j=0
Logo, o esquema numeérico (2.7) pode-se escrever como,

oK. 9V =) (24)

(N.s)
de onde resulta,

u +j_11k(xi (X, AU (s(x,0) d8=g(x)+1,,, paral<i<N (25)

sendo,
I, = fl K(x,,5(x,,8)) U(s(x,,8)) 8- (K(x,9),U(8)
De (15), (3) e (5) segue que,
u, +J'_xiK(xi ,9) U(s)ds=g(x )+, para 1<i<N (26)

Usando o Lema 1 obtem-se,

| |<CN™/sK(x,s(x ,.)) (27)
[

o

L2(1)

Hmn ()
Multiplicando por F;(x) em ambos os lados de (26) e somando de O até N,

obtemos,
UG+, U_XlK(x, s u(s) ds)+ N U_XlK(x, 9 £(9) dsj =1,,(9)+ 3,09, (28)

onde U € definido por (22), o operador de interpolagéo |, €é definida por (17)

, € denota a funcéo erro; isto €,
£(x) =U(x) ~u(x), para xU[-11]
e a fungdo J,(x) € definida por,

J,(X) = i | i,le (X).
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De (28) e (2) segue que,
UG+, (g-u)+1 N[j_le(x, s)e(s)dsj =1,,(g)+ 3,09,
de onde obtemos,
() +(U—-1,u) () +1 U_le(x, 9 £(S) ds) =3,(%).
Consequentemente,
E(X)+ J'_Xl K(x,8)e(s)ds=J,(x) +J,(X) +I;(x) (29)

sendo,
J,(x) =1 u(x)-u(x) e

3,09 =[ K(x.9 e(9) ds—1, [ [ K9 ds) |

Da desigualdade de Gronwall (Lema 4) segue que,
”‘9 L™ (1) s C(“‘]lnl_l(l) +||‘]2|||_1(|) +||‘]3|||_1(|))' (30)
Usando (27) e o Lema 3, obtemos,

9,

<C[3,

LA(1) L2(1)

<CN™ Lﬂfﬁk(xi  S(% 1))

N
”U ” L2(1) rQDa,‘XZ‘Fi (X)‘
() j=0

Hm,N

1/2-m P
< CN EfaK(X‘ ,S(Xi,.))

L2(1)

Hmn (1)

i
soN'TmalK(xox )| (e tll,) @)
= Hmn (1)

Usando o erro limitante para os polinbmios de interpolacdo (Lema, 2),
resulta,

92l ) < €l ) <Nl (32)
e
||J3 L SC”‘]3”LZ(|)
< CN YK (x, X) £(X) +J'X K, (X, s)&(s)ds
-1 LZ(I)
<CN7e] ., (33)
Da estimativa obtida acima junto com (30), resulta,
e -, CNYZT ggng(xi,s(xi N, (el +1ul -, )+ .
+CN _m|u Humn (1) +CN _1”‘9 L (1)

que leva a (23), sempre que N seja suficientemente grande. Isto completa a
prova do Teorema.
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Resultados numéricos

Sem perda de generalidade, sdo considerados o0s pontos de
Legendre-Gauss-Lobatto (isto é, os zeros de L, (X)) como sendo os

pontos de colocagao. Para estes pontos, 0S pesos correspondentes séo,

2

w, = , : 0O<j<N
. @a- XJZ) [L N+1(Xj )I?

Exemplo 1. Este exemplo esta relacionado com a equacao integral de
Volterra de segunda espécie unidimensional (2), sendo,

K(X, S) = exs’ g(X) - e4x + 1 (ex(x+4) _e_(x+4))
X+4

A solucéo exata correspondente é dada por u(x) =e**.

Para este exemplo foi usado o esquema numérico (8). Os erros numeéricos
para varios valores de N sdo mostrados na Tabela 1 e Figura 1. Observa-se
a convergéncia espectral esperada.

Tabela 1. Erros maximos para a equacao integral lin  ear unidimensional
do Exemplo 1

N Erro

6 3.66 E-01
8 1.88 E-02
10 6.57 E-04
12 1.65 E-05
14 3.11 E-07
16 4.57 E-09
18 5.37 E-11
20 5.19 E-13
22 5.68 E-14
24 4.26 E-14
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1.00E+00
1.00E-02 -
1.00E-04 -
1.00E-06 -
1.00E-08 -
1.00E-10 -
1.00E-12 -
1.00E-14 -

1.00E-16 T T T T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

N

Erros

Figura 1, Erros maximos para a equacéao integral lin ~ ear unidimensional do
exemplo 1.

Conclusbes

Neste trabalho foi discutido um método numérico para a equacao
integral de Volterra baseado no meétodo espectral. A contribuicdo mais
importante deste trabalho é ter demonstrado de maneira rigorosa que 0s
erros por aproximacdo espectral caem exponencialmente. Mais
especificamente, foi provado que se a fungdo nucleo e a solucdo da
equacao integral de Volterra sdo funcdes suaves, entdo 0s erros de
aproximacao, pelo método espectral,tem convergéncia exponencial; o qual,
teoricamente, é garantido para este tipo de aproximacao, [Boyd, 2000].

Este trabalho € um dos poucos que justifica teoricamente a taxa de
convergéncia exponencial para equacdes integrais de Volterra. As
ferramentas usadas para estabelecer as estimativas do erro sdo do tipo
usadas em regras de quadratura para funcdes de interpolacéo.

Conclui-se que a taxa de convergéncia estabelecido no Teorema 1 é

o(N¥2™) conforme dado em (23).
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