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Resumo:  

 
O objetivo deste trabalho é discutir o método numérico espectral de 
colocação-Legendre para as equações integrais de tipo Volterra. Quando as 
funções núcleo e forçante são suficientemente suaves, a análise do erro pelo 
método proposto mostra que a estimativa do erro numérico decresce 
exponencialmente. Testes numéricos foram realizados, os quais confirmam 
os resultados teóricos sobre a taxa exponencial de convergência do método 
numérico apresentado neste trabalho. 

 

 Introdução: 

 
Dada a equação integral de Volterra de segunda espécie: 
 

                           ∫ =+
x

a
xgdssusxKxu )()(),()( ,  ],[ bax ∈                   (1) 

sendo )(su a incógnita, k  e g  as funções núcleo e forçante, 
respectivamente. 

Na literatura existem vários métodos numéricos para aproximar a 
solução da equação integral (1), tais como, o método de Galerkin, 
colocação, integração produto, ver por exemplo [Brunner, Houwen, 1986]. 
No entanto, poucos são os trabalhos que discutem sobre a aproximação 
espectral para a solução da equação integral (1).  

Os métodos espectrais podem ser considerados como um 
subconjunto do método dos elementos finitos nos quais as funções base são 
definidas globalmente, em oposição a abordagem utilizada no método dos 
elementos finitos, onde estas funções são válidas dentro do elemento, e 
nulas fora deles.  

As principais aplicações dos métodos espectrais concentram-se na 
área de dinâmica dos fluídos, com ênfase na solução de problemas que 
envolvem turbulência e transição, previsão do tempo, aerodinâmica e 
dinâmica oceanográfica [Boyd, 2000]. Métodos numéricos de colocação e 
métodos do tipo integração produto para resolver equações integrais de 
Volterra multidimensional foram analisados por [Brunner, Tang, 1989] e [Mc 
Kee, Tang, Diogo, 2000]. 
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[Elnagar, Kazemi, 1996] utilizou o método espectral-Chebyshev para 
aproximar a equação integral de Volterra-Hammerstein e [Fujiwara, 2006], 
analisou numericamente o método espectral-Chebyshev para a solução da 
equação integral de primeira espécie de tipo Fredholm. Porém, não existe 
uma análise teórica rigorosa para justificar a ordem de convergência do 
método espectral. 

É conhecido que a equação integral de tipo Fredholm comporta-se 
como um problema de valor na fronteira, ver por exemplo [Delves, 
Mohammed, 1985]; consequentemente, métodos numéricos eficientes (como 
o método espectral) são utilizados para aproximar a solução para este tipo 
de problema. Não obstante, a equação integral de Volterra (1) comporta-se 
como um problema de valor inicial. Portanto, não é comum aplicar a 
aproximação espectral para as equações integrais de tipo Volterra. A razão 
disto é que a equação (1) é uma equação local, entanto que o método 
espectral utiliza funções bases globais. A maior dificuldade em aplicar o 
método espectral para a equação (1) é a implementação do método de 
modo que a exatidão da solução numérica possa, eventualmente, ser 
atingida. 

O objetivo deste trabalho é desenvolver e aplicar o método numérico 
espectral para a solução da equação integral de Volterra (1). Além disso, é 
realizada a análise rigorosa do erro de aproximação, o qual constituirá o 
suporte teórico para justificar a taxa de convergência espectral para a 
equação integral (1). Testes numéricos são apresentados, os quais 
confirmam os resultados teóricos obtidos neste trabalho. 
 
 O Método de Colocação-Legendre. 

 
Seja,  

          ∫− −∈=+
x

xxgdssusxKxu
1

]1,1[),()(),()(                                    (2) 

á equação integral linear de Volterra de segunda espécie. 
Sem perda de generalidade, assume-se que a solução da equação 

(2) está no intervalo [-1,1].  
Como pontos de colocação podem-se considerar o conjunto de 1+N  

pontos Nixi ≤≤0, , de Gauss-Legendre ou Gauss-Radau ou Gauss-

Lobatto. Logo, para ixx =  a equação (2) fica, 

          ∫− ≤≤=+ ix

iii NixgdssusxKxu
1

.0),()(),()(                               (3) 

A maior dificuldade em obter uma boa precisão de ordem elevada é 
calcular os termos da integral em (3). Em particular, para valores pequenos 
de ix , existe pouca informação disponível para )(su . Para superar esta 

dificuldade, considera-se o intervalo [-1, 1] em lugar de [-1, ix ], e logo são 
usadas as regras de quadratura para aproximar as integrais mencionadas. 
integrais. Para este propósito, primeiramente, é considerada uma 
transformação linear da forma seguinte, 
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            11,
2

1

2

1
),( ≤≤−−++= θθθ xx

xs .                                      (4) 

 
Logo, (3) pode-se escrever como, 

 

( ) ( )∫−
−

≤≤=+
1

1
0),(),(),(,)( NixgdxsuxsxKxu iiiii θθθ                     (5) 

sendo, 

           ( ) ( )),(,
2

1
),(, θθ ii

i
ii xsxK

x
xsxK

+
=

−
.                                         (6) 

Usando os 1+N  pontos de Gauss para a fórmula de quadratura com 
}{ kw  sendo os pesos de Legendre, resulta, 

( ) ( ) NixgwxsuxsxKxu ijjijii

N

j
i ≤≤=+∑

=

−
0),(),(),(,)(

0

θθ                  (7) 

em que o conjunto Njj ≤≤0},{θ  coincide com os pontos de colocação 

}{ jx . 

Agora ( )),( jixsu θ  é representado usando iu  para Ni ≤≤0 ; isto é, a 

representação será em todos os nós. Assim, u  será desenvolvido mediante 
os polinômios de interpolação de Lagrange, 

                    ∑
=

≈
N

j
jj Fuu

0

)()( σσ , 

onde jF  é a j-ésima função de Lagrange. 

Logo, a equação (7) fica, 

( ) ( ) NixgwxsFxsxKuu i

N

j

N

j
jjijjiiji ≤≤=







+∑ ∑

= =

−
0),(),(),(,

0 0

θθ .      (8) 

 
Pode-se observar em (8) que para aproximar )( ixu , requere-se da 

informação completa da solução de ijxu j ≤≤0)},({ . Aqui, 

iji xxs ≤≤− ),(1 θ .Isto não é o mesmo que o método de colocação por 

integração produto; que, neste caso, é preciso da informação parcial-local de 
)}({ jxu  para 0≤≤ ji  e )},({ jixK β  onde ij x≤≤− β1  são os pontos de 

colocação. Aqui radica a importância deste trabalho; na próxima seção 
discutiremos a obtenção da taxa de aproximação espectral em lugar de uma 
ordem de aproximação algébrica para o esquema proposto (8). 

 
 Implementação do algoritmo de colocação espectral. Se denotarmos por 

T
NN

T
NN xgxgxggeuuuU )](),......,(),([],....,,[ 1010 == , resulta uma equação 

matricial da forma,  
                NNN FAUU =+                                                                    (9) 

onde a matriz A é dada por, 
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                 ( ) ( )∑
=

−
=
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Agora, será discutida uma aproximação para ( )),( pij xsF θ . A idéia é 

expressar )(sF j  em termos das funções de Legendre, 

                 ∑
=

=
N

p
pjpj sLsF

0
, )()( α                                                          (10) 

onde jp,α podem ser encontrados em [Canuto, Hussaini, 2006] , 

                  pjpiip

N

i
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p
jp xLwxLxF γ
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α /)()()(

1
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                      (11)                 

sendo,  
1

0

2

2

1
)(

−

=







 +==∑ pwxL
N

i
iippγ para Np <                                           (12) 

e 
1

2

1
−








 += NNγ  para as fórmulas de Gauss e Gauss-Radau, e NN /2=γ  

para a fórmula de Gauss-Lobato. 
 
De (10) e (11) segue que, 

                    ∑
=

=
N

p
ppjpj sLxLsF

0

/)()()( γ                                            (13) 

e junto com as fórmulas de recorrência para )(sL p , podem ser usadas para 

avaliar ( )),( pij xsF θ . 

 
 Análise de convergência 

 
Nesta seção será discutida a convergência do método numérico para 

as equações integrais de Volterra (2). 
O objetivo é demonstrar que o método numérico proposto tem taxa de 

convergência exponencial. 
 

Lema1.([Canuto, Hussaini, 2006] Erro de integração na quadratura de 
Gauss). 

Suponha que os pontos da fórmula de quadratura estão relacionados 
aos 1+N  pontos de Gauss ou de Gauss-Radau ou Gauss-Lobato; com os 
pesos de Legendre usados para integrar o produto φu , onde ),(IHu m∈  

)1,1(−=I  para algum  1≥m  e N℘∈φ .  
Então existe uma constante C independente de N  tal que, 

             
)()(,

1

1
2),()()(

ILINmH

m
N uCNudxxxu φφφ −

−

−
≤−∫                     (14) 

sendo,  
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           e  ∑
=

=
N
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0
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Lema 2. ([Canuto, Hussaini, 2006]  Estimativa para o erro de interpolação). 

Suponha que )(IHu m∈  e denotemos por uI N  os polinômios de 

interpolação associados com os 1+N  pontos }{ jx  de Gauss ou Gauss-

Radau ou Gauss-Lobato; isto é,  

                        ∑
=

=
N

i
iiN xFxuuI

0

)()(                                                    (17) 

Então,  
               

)()( ,

_
2 IH

m

ILN Nm
uCNuIu −≤−                                                (18) 

 

Lema 3.([Qu, Wong, 1988], Constante de Lebesgue para séries de 
Legendre). 

Assumamos que )(xF j  é o N -ésimo polinômio de interpolação de 

Lagrange associado com os pontos de Gauss ou Gauss-Radau ou Gauss-
Lobatto. Então, 

 

∑
=−∈

Λ+=
N

j
Nj

x
xF

0
)1,1(

1)(max ,                                                                    (19) 

onde,  

           )(
2 2/1

0
2/1

2/3
−Θ++=Λ NBNN π

, 

onde 0B  é uma constante limitada. 
 

Lema 4. ([Mc Kee, 1982], Desigualdade de Gronwall). 
Se a função integrável não negativa E(t) satisfaz, 
 

                   ∫− ≤<−+≤
t

ttGdssECtE
11 11),()()(                             (20) 

sendo G(t) é uma função integrável; então, 
                    

)()(
1 ILIL

GCE ≤∞  .                                                       (21) 

 

Teorema 1. Seja u  a solução exata da equação integral de Volterra (2), e 

suponha que  ∑
=

=
N

j
jj xFuxU

0

)()( ,                                                                (22) 



Anais do I Seminário Internacional de Ciência, Tecnologia e Ambiente, 
28 a 30 de abril de 2009. UNIOESTE, Cascavel – Paraná – Brasil. 

onde ju  é dado por (8) e )(xF j  é a j-ésima função básica de Lagrange 

associada com os pontos de Gauss }{ jx  para Nj ≤≤0 . Se )(IHu m∈ , 

então para 1≥m , tem-se que, 
 

)()(
)(

1

2/1

)( ,
2

,

)).,(,(max
IH

m

IL
IH

ii
Ni

m

IL Nm

Nm

uCNuxsxKCNUu −
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∞
−

−

≤≤

− +≤−             (23) 

 
para N  suficientemente grande, onde ),( θixs  é definido por (6) e C é uma 
constante que independe de  N . 

 
Prova. 

Com a notação de (16), tem-se,  
 

               ∑
=

−−
=







 N

j
jjj

sN

wxsxsxKssxK
0),(

)),((),(,()(),,( θφθφ . 

Logo, o esquema numérico (2.7) pode-se escrever como, 

                )()(),,(
),(

i
sN

ii xgsUsxKu =






+
−

                                         (24) 

de onde resulta, 

∫−
−

≤≤+=+
1

1 1, 1,)()),(()),(,( NiparaIxgdxsUxsxKu iiiiii θθθ          (25) 

sendo, 

( )∫−
−

−=
1

1 ),(1, )(),,()),(()),(,( sNiiiii sUsxKdxsUxsxKI θθθ  

De (15), (3) e (5) segue que, 
 

         ∫− ≤≤+=+ ix

iiii NiparaIxgdssUsxKu
1 1, 1)()(),(                  (26) 

Usando o Lema 1 obtem-se, 
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)(
1, 2

,

)).,(,(
IL

IH
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m
i UxsxKsCNI

Nm

−

−
−≤                                             (27) 

Multiplicando por )(xF j  em ambos os lados de (26) e somando de 0 até N , 

obtemos, 

)()()(),()(),()( 111
xJgIdsssxKIdssusxKIxU N

x

N

x

N +=




+





+ ∫∫ −−

ε ,            (28) 

onde U é definido por (22), o operador de interpolação NI  é definida por (17) 
, ε  denota a função erro; isto é,  

                 ]1,1[),()()( −∈−= xparaxuxUxε  
e a função )(1 xJ  é definida por, 

                   ∑
=

=
N

j
ji xFIxJ

0
1,1 )()( . 
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De (28) e (2) segue que, 

                     )()()(),()()( 11
xJgIdsssxKIugIxU N

x

NN +=




+−+ ∫− ε , 

de onde obtemos, 

                      )()(),()()()( 11
xJdsssxKIxuIux

x

NN =




+−+ ∫− εε . 

Consequentemente, 

                        )()()()(),()( 321 1 xJxJxJdsssxKx
x

++=+ ∫− εε             (29) 

sendo, 
                         )()()(2 xuxuIxJ N −=  e 

                       ∫ ∫− −





−=

x x
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1 13 )(),()(),()( εε . 

Da desigualdade de Gronwall (Lema 4) segue que, 
( )

)(3)(2)(1)( 111 ILILILIL
JJJC ++≤∞ε .                                             (30) 

Usando (27) e o Lema 3, obtemos, 
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Usando o erro limitante para os polinômios de interpolação (Lema, 2), 
resulta, 

)()(2)(2 ,
21 IH

m

ILIL Nm
uCNJCJ −

−≤≤                                                    (32) 

e 
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1
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Da estimativa obtida acima junto com (30), resulta, 
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que leva a (23), sempre que N  seja suficientemente grande. Isto completa a 
prova do Teorema. 
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 Resultados numéricos  
 
Sem perda de generalidade, são considerados os pontos de 

Legendre-Gauss-Lobatto (isto é, os zeros de ))(1 xLN +  como sendo os 
pontos de colocação. Para estes pontos, os pesos correspondentes são,  

 

                              Nj
xLx

w
jNj

j ≤≤
−

=
+

0,
)]([)1(

2
2

1
'2

 

 

Exemplo 1. Este exemplo está relacionado com a equação integral de 
Volterra de segunda espécie unidimensional (2), sendo, 

 

( ))4()4(4

4

1
)(,),( +−+ −

+
+== xxxxxs ee

x
exgesxK  

A solução exata correspondente é dada por xexu 4)( = . 
Para este exemplo foi usado o esquema numérico (8). Os erros numéricos 
para  vários valores de N são mostrados na Tabela 1 e Figura 1. Observa-se 
a convergência espectral esperada. 

 
 
Tabela 1. Erros máximos para a equação integral lin ear unidimensional 

do Exemplo 1  
N Erro 
6 3.66 E-01 
8 1.88 E-02 

10 6.57 E-04 
12 1.65 E-05 
14 3.11 E-07 
16 4.57 E-09 
18 5.37 E-11 
20 5.19 E-13 
22 5.68 E-14 
24 4.26 E-14 
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Figura 1, Erros máximos para a equação integral lin ear unidimensional do 

exemplo 1. 
 

Conclusões 
 
Neste trabalho foi discutido um método numérico para a equação 

integral de Volterra baseado no método espectral. A contribuição mais 
importante deste trabalho é ter demonstrado de maneira rigorosa que os 
erros por aproximação espectral caem exponencialmente. Mais 
especificamente, foi provado que se a função núcleo e a solução da 
equação integral de Volterra são funções suaves, então os erros de 
aproximação, pelo método espectral,tem convergência exponencial; o qual, 
teoricamente, é garantido para este tipo de aproximação, [Boyd, 2000]. 

Este trabalho é um dos poucos que justifica teoricamente a taxa de 
convergência exponencial para equações integrais de Volterra. As 
ferramentas usadas para estabelecer as estimativas do erro são do tipo 
usadas em regras de quadratura para funções de interpolação. 

Conclui-se que a taxa de convergência estabelecido no Teorema 1 é 
( )mNO −2/1  conforme dado em (23).  
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