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Resumo:

O objetivo deste trabalho é desenvolver e discutir a convergéncia do método
numeérico de colocacdo-Chebyshev para as equacbes integrais de tipo
Volterra de segunda espécie com nucleo fracamente singular. Esta equacéo
é transformada numa outra equacao integral equivalente, de modo que esta
dltima tem melhores propriedades de regularidade. Na equacgdo integral
transformada, a integral serd aproximada por férmulas de quadratura
gaussiana nos pontos de colocacdo Chebyshev. A andlise de convergéncia
para este método numeérico é baseado na constante de Lebesgue para os
polindmios de interpolacdo de Lagrange e a teoria da aproximagao dos
polindmios ortogonais. A taxa de convergéncia para 0 méetodo proposto sera
estabelecida para as normas L” e L?. Testes numéricos foram realizados,
0s quais confirmam os resultados tedricos sobre a taxa de convergéncia
exponencial.

Introducéo.

Neste trabalho é discutido o método de colocagdo-Chebyshev para
aproximar a solucdo da equacao integral de Volterra de segunda espécie
com nucleo fracamente singular,

Yy =9® +[[(t-9 2K 9y(s)ds O<t<T, (1)
sendo y(t) a funcdo desconhecida e cujos valores devem ser determinados

no intervalo 0<t<T<o. As fungdes g(t) e K(,s) sdo dadas e

suficientemente suaves.
Para qualquer inteiro positivo m, se as funcdes g e K sdo m-

vezes continuamente diferencidveis, entdo existe uma fungcdo Z=2(t,v) m-
vezes continuamente diferenciaveis de modo que a solucdo de (1) pode ser
escrita como y(t):Z(t,\/f), ver por exemplo [Miller, Feldstein,1971],
[Brunner, Houwen, 1986]. Isto significa que préximo de t=0, a derivada
primeira da solucdo y(t) tem um comportamento da mesma forma que
y'(t) =t™2.[Miller, Feldstein,1971]. Varios métodos de tipo colocacdo para a

equacao (1) tem sido propostos para obter convergéncia de ordem elevada,
ver por exemplo [Brunner, 1985], [Diogo, Mc Kee, Tang, 1994] e [Tang,
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1992]. O método de passo multiplo para equacdo (1) foi discutido por
[Lubich, 1985].

O comportamento singular da solucéo exata da equacéo integral (1)
faz com que os métodos espectrais ndo sejam de aplicagdo imediata.

l_
Especificamente, para qualquer inteiro positivo m, tem-se que y™(t)=t2

0 que significa que yOH,_ (0,T), sendo H; o0 espaco de Sobolev associado

com os pesos w. Para amenizar esta dificuldade, em primeiro lugar pode-se
aplicar a transformacao,

y(t) =t*2[y(t) - y(O)] = t*’[y(t) - g O)], (2)
logo, a equacéo (1) fica,
YO = gO+t2[[s ¥ (t-9 K9 y(9ds 0<t<T, (3)

sendo,

o(t) =t"*[g(t) - 9(O)] +t**g(0) [ (t - 9) K (t,9) s 4
Observa-se que a solucéo de (3) € uma funcao regular,

y®OC"([0T]). (5)

Com o propdsito de aplicar a teoria dos polinbmios ortogonais, &
preciso fazer a seguinte mudanca de variaveis na equacao (3),

T 2
t=—(1+ =-t-1 6
2( x) = X = (6)
Logo, a equacgao (3) pode-se escrever como,
T 1/2 1/ T -1/2 T ~
u(x) = f(x) + {— a+ x)} j s‘”z(— 1+ x) - sj K(— a+ x),sj y(s)ds
2 0 2 2 @)
sendo,
u(x) = 9(1 @+ x)j f(0= é(l @+ x)j
2 e 2 . 8)
[0,1 a+ x)}
Agora, é conveniente mudar o intervalo para [-1x]
fazendo a transformacao,
s:I(1+ r), rd[-1x].
2 9)
Desse modo, a equacao (7) fica,
1/2 ~
u(x) = f(x)+ F a+ Xﬂ [La+ ™ =0 K(x ryu(r)dz
2 B (10)

K(x.7) = KG A+ x)%(1+ r))

sendo, XB[-] ¢
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Poucos séo os trabalhos que discutem sobre a aproximacéo espectral
para a equacao (1). Assim, [Elnagar, Kazemi, 1996] tem usado o método
espectral-Chebyshev para aproximar a solucdo da equacéo integral de
Hammerstein e [Fujiwara, 2006] tem discutido o método de colocacao-
Chebyshev para a solucdo da equacéo integral de primeira espécie de tipo
Fredholm. Os trabalhos acima mencionados ndo apresentam a analise
tedrico que justifique a elevada ordem de convergéncia do método espectral.

O objetivo deste trabalho é desenvolver e aplicar o método de
colocacao-Chebyshev para aproximar a solucdo da equacao integral (10).
Além disso, é analisado o erro de aproximagdo, o qual constitui o suporte
tedrico para justificar a taxa de convergéncia do método numérico para a
solucdo da equacao integral (10). Testes numéricos séo realizados, os quais
confirmam os resultados tedricos obtidos neste trabalho.

O Método de Colocagédo-Chebyshev

Seja w(x):(l— xz)_ll2 a funcdo peso. Em [Canuto, Hussaini,
Quarteroni, Zang, 2006] encontra-se que 0 conjunto de polinbmios de
Chebyshev {T (x)}-., formam um sistema ortogonal completo L2(-11), onde

L2(-11) é o espaco de funcdes peso definido por,
LZ,(-10) ={v:v é medivele || _,, <o},
munido com a norma,

M =| J0 w00

e com produto interno,
(uyv), = j_llu(x)v(x)w(x)dx, Ou,vO L2 (-10).
Agora, os pontos de colocagdo {x}\,, constituem o conjunto de

N +1 pontos de Gauss-Chebyshev; e {w}, s&o os pesos correspondentes,

sendo N é um inteiro positivo dado.
Seja O, o0 espaco de todos os polinbmios de grau menor ou igual a
N . Para qualquer vOC[-1]1], segundo [Canuto, Hussaini, Quarteroni, Zang,
2006] pode-se definir os polinbmios de interpolacdo de Lagrange I,vOO ,
satisfazendo,
[WV(X)=Vv(x), O0<i<N.
Isto pode-se escrever na forma,

W0 = Y V)R (9,

onde, {F (x)} sé@o os polinbmios de interpolagdo de Lagrange associados a
{x}io-
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Impondo a condicdo de colocacdo na equacao (10) nos pontos de
colocagdo {x}, sobre [-11], temos,

u(m=f(x)+[12(1+x)j ["a+ 2K, u@dr, 0sisN. (11)

Agora, para obter uma ordem de convergéncia elevada para a
solugcdo aproximada da equacdo (10), € usada formulas de quadratura
gaussiana (na integral em (11)) relacionada com os pesos de Chebyheuv.
Baseado nesta idéia, transforma-se o intervalo de integracdo [-1,x] para um

intervalo fixo [-11]. Para este proposito, € feita a seguinte mudanca de
variaveis,

r:ri(e):“—;eﬁT_l, o0[-11]. (12)
Deste modo, a integral em (11) fica,

jx @+ T)-l/Z(Xi _T)-lfz k(xi ,Nu(r)dr =
4 (13)

-1/2 ~
=[La-6%)  K(x.7,(@)u(r (6)d6
Logo, usando N +1 pontos para a férmula de quadratura gaussiana
em relagdo com os pesos de Chebyshev {w}},, o termo integral em (13)

pode ser aproximado por,

[La-6) " Ko, n (@ @)de= Y Ko n@)u@w,  (14)

onde o conjunto {4},., coincide com os pontos de colocagdo {x}, sobre
[-11].

Agora, se u, 0<i<N, indica o valor aproximado de u(x), entdo
pode-se escrever,

uM(x) = iquj(x) (15)
para aproximar a funcao u(x)J;_ isto é,
ux)=u, u(x)=u"(x), u())= Zuj F (7.(6)) .

O Método de colocagdo-Chebyshev consiste em procurar u®(x) tal

que {u}Y, satisfazem as seguintes equagdes de colocacao,
T 12 § N - .
u = f()g)+(5(1+ xj Z(;uj(k 0K()g,ri(ﬁk))Fj(ri(ek))wkj, 1<i<N. (16)
= -
Define-se a funcao erro por,

e(x):=(u-u")(x), xO[- 11]. (17)
De (2) e (8) segue que,
y(t) = 9(0) +g a+ x)j u(x). (18)
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Consequentemente, a solucdo aproximada para a equacéao (1) € dada por,

0=00 450+ v, 19)

Logo, a fungéo erro correspondente é definida por,

£(t):=(y-y")(t) = G @+ X)j e(x) =t™%e(x). (20)

Resultados e Lemas Preliminares

Para minteiro ndo negativo, definimos,
HM™(-1D) ={v:a‘vOL%(-1)), O<k<m}, (21)

m 2 1/2
(10 [z aM j '

k=0 L2(-1)

com a norma,

M

Agora, a projecdo ortogonal P, :L%(-11) -0, , € uma aplicagéo tal
que, OvOL% (-1,

(v-Rv,9, =0 UelO,.
As seguintes estimativas sdo encontradas em [Canuto, Hussaini,
Quarteroni, Zang, 2006],

”V_ PNV|||_$V(—1,1) = CN_mMHny?N(—n) ! (22)
”V_ ! NV|||_$V(—1,1) = CN_mMHw?N(—n) ! (23)
”V_ I:)NV| L® (-12) s CN(I/ 2)_m|V|HVT?N(—J,1) ! (24)

para qualquer vJH'(-11), onde Cé uma constante positiva que independe

de N.
A seguir, definimos o produto interno discreto,

UV = 2U0V06)W, . @5)

para quaisquer func¢des continuas u,v em [—11].

De (22) e (23) resulta uma estimativa para o erro de integracdo produzido
pela formula de quadratura gaussiana relacionado com o0s pesos de
Chebysheyv,

Lema 1. Se vOH(-1) para algum m=1e @00, , entdo,
|(V' (2 ¢)N| s CN_mMHnyN (—1,1)”(4

(26)

L5(-1) "

De [Mastroianni, Occorsio, 2001] pode-se obter o seguinte resultado
sobre a constante de Lebesgue para a interpolacdo de Lagrange basedo nos
zeros dos polinémios de Chebysheyv,

Anais do | Seminario Internacional de Ciéncia, Téogia e Ambiente,
28 a 30 de abril de 2009. UNIOESTE, Cascavel —rZareBrasil.



Lema 2. Assuma que {Fj(x)}?‘:0 sdo os polindbmios de interpolacdo de

Lagrange com {x;} sendo os pontos de Gauss-Chebyshev. Entao,
N

I, = maxZ‘Fj(x)‘ =0O(logN). (27)

x0(-11) =0

Para fazer a analise de convergéncia é conveniente aplicar o lema de
Gronwall.
Dizemos que a funcdo v=v(t) é localmente integravel no intervalo [0, T], se

para cada t[[0,T], a sua integral de Lebesgue J';v(s)dsé finita.

Lema 3. Assuma que a funcdo ndo negativa e localmente integravel v
satisfaz,

v(t) < b(t) + c(t)j; sV2(t-s)™M?v(s)ds, tO[0,T],
onde b(t)=0,c(t)=0 sao limitadas superiormente. Entdo existe uma
constante C tal que,

v(t) < b(t) +C j; sY2(t —5)2p(s)ds tO[0,T].

Doravante, o espaco C"“([0,T]), com r>=0e «[O[0]1], denotard o
espaco de fungdes cuja r-ésima derivada é continua segundo Holder com
expoente «, munido com a norma usual || . Para x=0,C"°([0,T]) denota
0 espaco de funcdes com r derivadas continuas em [0, T], que também é
denotado por C'([0,T]) e com norma || .

Fazendo uso de um resultado de [Ragozin, 1970], que estabelece;
para cada inteiro ndo negativo r e « 0[0]], existe uma constante C,, >0 tal
que para qualquer funcao vOC"*([0,T]), existe uma funcdo polinomial
W,vud, tal que,

[v=M, <C.NTM,,. (28)
onde [|_é a norma no espago L"(0,T), e quando a funcdo vOC([0,T]),

denotaremos por |v|_=|Vv] Na realidade, como é estabelecido em

c(oTy’
[Ragozin, 1970], W, € um operador linear de C"* ([0, T])em O, .

Por conveniéncia, define-se o operador integral fracamente singular
M como,

(MV)(t) = tl’zj';s’”z(t -9) 2K (t,9)v(s)ds, tO[0,T]. (29)
Pode-se observar que M € um operador compacto de C([0,T])em
C°#([0,T]) para qualquer 0<x <1/2.
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Lema 4. Seja «[J (01/2)e M definido em (29). Entdo, para qualquer funcao
v(X) OC([O0,T]) , existe uma constante positiva C tal que,

[M,,, =ML (30)

Para estabelecer a estimativa em L° requere-se da desigualdade
generalizada de Hardy [Gogatishvill,1999];

Lema 5. Para toda funcdo medivel f >0, a desigualdade generalizada de
Hardy,

St <1 oo

é verdade, se e somente se,

su p( [ bu(t)dt)l/q ( [ (t)dt)l/ " o,

a<x<b\*X

para 1< p<q<oc. Aqui, T € um operador da forma,

(TF)(X) = j:k(x,t) f (t)dt,

onde, k(x,t) € o nucleo dado; u,v sédo funcdes peso e —o<a<b<o,

p
p-1

No Teorema 1 de [Nevai, 1984], pode-se obter a seguinte estimativa
para interpolacdo de Lagrange associada com os pontos de colocacédo de
Gauss-Chebyshev.

Lema 6. Para cada funcdo limitada v(x) existe uma constante C
independente de v tal que,
<C|ML..

N
sup“Zv(xj) F, (%)
N |fi=o L2 (-12)

onde, F;(x) € o polindmio de interpolacdo de Lagrange associado com os

pontos de colocacdo de Chebyshev {xj}’].“zo.

Analise de Convergéncia

O objetivo desta secdo é analisar o esquema de aproximacao (16).
Inicialmente, € estabelecido a estimativa do erro no L” do método de
colocacao-Chebysheuv.

Teorema 1. Seja u a solucdo exata da equacao integral de Volterra (10).

Assuma que a solucéo aproximada u" da forma (15) é dada pelo esquema
de colocacéo espectral (16) com pontos de colocacdo Gauss-Chebyshev. Se

as funcbes dadas g(x) e K(t,s) em (1) pertencem a C"(-11), entéo,
Ju=u"] <CN®2u] L+ CKINT oGN], (31)

(19
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para N suficientemente grande e,

K’ = ma{k(x,n(.»

O<isN

(32)

Ha™N (-12)

O objetivo seguinte é estabelecer a estimativa do erro em L.

Teorema 2. Sejam ue u“ conforme estabelecido no Teorema 1. Se as
funcbes g(x) e K(t,s) em (1) pertencem a C™(-11), entao,

+CK'N™(Ju] + N2y (33)

_ N
Hu u Hvlv(—l,l))’

<CN (1/2)—/(—m|u

L2 (-11) HWN (-11)

para N suficientemente grande e x 0 (01/2), onde K™ é definido por (32).

Finalmente, € estabelecido o resultado principal deste trabalho, isto €,
a estimativa do erro para a solugdo numérica da equacgéo integral (1).

Teorema 3. Seja y a solucao exata da equacao integral (1). Assuma que a

solucédo aproximada y" é dada por (19) em conjunto com o esquema de
colocacao espectral (15)-(16) com os pontos de colocacdo de Gauss-
Chebyshev. Se as funcdes g(x) e K(t,s) em (1) pertencem a C"(-1)),
entao,

mafy(t) -y ()], SN2 7l .o, +CK'NlogNJul, e (34
Hy -y zom = CN g 1y + CK N‘m(||u| o N H;(—u))’ (35)

para qualquer x0 (01/2), onde uC™-11] é definido por (2) e (8), K~ é
definido por (32) e,
w(t) =t (36)
Prova.
Usando (20) temos, (y-y")(t) =t™?(u-u")(x).

Observa-se que,

maxt, % < Imax(1+ x) 2 <CN.

1<isN 2 1<isN

Isto junto com (31) conduzem a (34). A estimativa (35) € obtida usando (33)
e o fato que,

jOT w(t)(y - yN)2dt =2/ T j_ll(1+ %) 7Y2(u—uM)?dx

<[ @+x) 2 u-u")*dx.
Isto completa a prova do Teorema 3.
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Resultados Numéricos

Seja Uy =[Ug,....uy]" € Fy =[F(X)seeen T (X)]" -
O esquema numérico (16) conduz a um sistema de equacdes da forma,
U, =F, +AU,, (37)
em que os elementos da matriz A séo,

a,-[T 120+ X)]"* Y K(X. () F (7. @)W

No teste numérico foram usado os pontos de Gauss-Chebyshev,
_cos@i+1rm
2N +2
associado com os pesos w = 77/(N +1).

Exemplo 1.
Considere a equacgéo integral de Volterra da forma,

Y =90~ [[t-9™7*y(9ds 0st<T, (38)

com g(t) = /ser(t / 2)besselj (0,t /2) + ser(t)/\/f,
sendo besselj(v,z) afuncao de Bessel definida por,

besselj(v,2) = (z/2)Viﬂ.

=KIM(v+k+1)

A equacao integral (38) tem solucdo exata dada por,

y(t) =ser(t)/+/t, tO[0OT].
Claramente, y(t) possui as propriedades apresentadas no inicio deste
trabalho, isto €, y'(t) =t™? proximo de t =0.

A Tabela 1 e Figura 1 contém os erros da solugédo aproximada usando

o0 método de colocacao-Chebyshev proposto. Observar-se que a taxa de
convergéncia espectral € atingida com T =8.
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Tabela 1. Exemplo 1 : erros  L* e L para y(t).

Erros
N

L 5
2 6,929E-001 7,780E-001
4 1,272E-001 1,657E-001
6 1,182E-002 1,629E-002
8 6,261E-004 9,099E-004
10 2,235E-005 3,284E-005
12 5,548E-007 8,304E-007
14 1,038E-008 1,555E-008
16 1,497E-010 2,245E-010

Erros

1.00E+00 ¢y
1.00E-02 -
1.00E-04 -
1.00E-06 -
1.00E-08 -

1.00E-10 -

1.00E-12

—e@—Erros L=

2

8 10
N

12

14 16 18

Exemplo 2.

Figura 1. Exemplo 1: erros L™ e L2, para y(t).

Considere a seguinte equacdo integral de Volterra de segunda

espécie com nucleo fracamente singular,

Y = [t -9 (- (Nds+ g(t), O<tsT,

com g(t) = 77/2(L+ cost) besselj (0,t)) + cost) /t*, tO[0,T].
A equacao integral (39) tem solugéo exata dada por,

y(t) = cosf)/t"*, 0<t<T.

(39)

Na Tabela 2 e Figura 2 sdo mostrados os erros obtidos usando o

método de Chebyshev para T =8. Novamente, a taxa de convergéncia
exponencial € atingida para este exemplo.
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Tabela 2. Exemplo 2 : erros  L” e L para Y(t).

Erros
N
L L,

2 3,801E-001 4,543E-001

4 2,767E-001 3,269E-002

6 3,960E-002 1,629E-002

8 3,038E-003 2,059E-003
10 1,469E-004 9,371E-005
12 9,998E-006 6,251E-006
14 1,814E-007 1,114E-007
16 3,519E-009 2,026E-009

—4&e—FErros L=
---/\-- Erros L2

1.00E-01 7 "--
1.00E-03 A

1.00E-05 -

Erros

1.00E-07 A

1.00E-09 -

1.00E-11

2 4 6 8 10 12 14 16 18
N

Figura 2. Exemplo 2 : erros L™ e L2 para y(t).

Conclusodes

Neste trabalho foi analisado o erro do método espectral de colocacéo-
Chebyshev para equacgfes integrais de Volterra com nucleo fracamente

singular da forma (t—s)™2. A derivada y'(t) da solucdo desta equacéo

comporta-se como t*? proximo da origem, o que constitui a razdo para a
diminuicdo da ordem de convergéncia global.

Para amenizar esta dificuldade, aplicou-se uma transformacéo de
coordenadas na equacédo integral, de modo que a nova equacédo integral
resultante tem solucdo com melhores condi¢cdes de regularidade. Além
disso, foi apresentado o esquema discretizado para a equacéo integral de

Volterra resultante. Demonstrou-se que em L° e L?0s erros caem
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exponencialmente. Estes resultados sdo confirmados pelos exemplos
numéricos apresentados neste trabalho.
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